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In this note we characterize isomorphism between two hypergraphs by means of 
equicardinality of certain edge intersections and the exclusion of certain pairs of 
subhypergraphs. Our result is slightly stronger than Theorem 3 of C. Berge and R. 
Rado (.I. Combinatorial Theory Ser. B 13 (1972), 226-241) in particular in that 
isolated vertices are admitted. As a corollary we obtain a result due to J.-L. Paillet. 
1. INTRODUCTION 
Soient H = (X, (Er)iEr) et H’ = (Y, (Fj)j,J) deux hypergraphes c’est-a-dire 
ici simplement par exemple pour H, un couple d’un ensemble X et d’une 
famille de parties E, de X, appelees a&es, indexees par un ensemble I (il 
n’est pas suppose, cela serait inutile, Ei # 121 ni X= Uiel Ei). Un 
isomorphisme (de sommets) de H sur H’ est une application bijective q de X 
sur Y telle qu’il existe une bijection v/ de Z sur J telle que pour tout i E I on 
ait q(Ei) = Fuco. Lorsqu’existe un tel isomorphisme on dit que les 
hypergraphes H et H’ sont isomorphes et l’application w  de Z sur J est 
appelee ici un isomorphisme d’ar&es de H sur H’, isomorphisme qu’on dit 
engendre par l’isomorphisme (p de H sur H’. Autrement dit une application 
bijective de I sur J est un isomorphisme d’ar2tes de H sur H’ si elle est 
engendree par un isomorphisme (de sommets) de H sur H’. 
Nous allons caracteriser les applications bijectives de Z sur J qui sont 
isomorphismes d’ar&es, par une condition d’equicardinalite d’intersections 
d’a&es accompagnee d’une condition d’exclusion de certains sous- 
hypergraphes. 
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2. DEFINITIONS PRI~LIMINAIRES 
DI~FINITION 2.1. Soit un hypergraphe H = (X, (Ei)is,) et soient une 
partie U de X et une partie M de I. On pose 
L’hypergraphe HE est un sous-hypergraphe de l’hypergraphe H. 
DEFINITION 2.2. Rappelons encore qu’on appelle dual d’un hypergraphe 
H = (X, (Ei)i,l) l’hypergraphe 
H* = K (FXLEX) Oii F,= {i(iEIetXEEi}. 
DEFINITION 2.3. Etant donne un entier n > 1, soient, indexees d’une 
facon choisie quelconque, A I ,..., A,,, (oti m = 2”- ‘) les parties ayant un 
nombre pair d’ilements, y compris la partie vide, de l’ensemble {l,..., n} des 
n premiers entiers. Posons pour la suite I’hypergraphe: 
Soient de m2me B1,..., B, les parties de {l,..., n} ayant un nombre impair 
d’elements. Posons le deuxieme hypergraphe : 
Nous considererons les duaux de ces deux hypergraphes, P,” et Qz. 
L’hypergraphe PX (resp. Q,“) se compose de n a&es et 2*-l sommets 
chacun de ceux-ci appartenant a un nombre pair (resp. impair) d’aretes. 
3. RBSULTAT 
On note )E) le cardinal d’un ensemble E. Etant don& deux hypergraphes 
H = (X, (Ei)i~r) et H’ = (Y, (~j)j~J) tels que (I( = IJI et une application 
bijective w  de Z sur J, on dit que deux sous-hypergraphes HE de H, oti U c X 
et M c I, et H’y” de HI, oti V c Y et N c J, se correspondent par VJ si on a 
N = y(M), c’est-a-dire si leurs ensembles d’indices se correspondent par la 
bijection v/. 
Nous considerons d’abord des hypergraphes finis. L’hypergraphe 
H = (X, (Ei)i~r) est fini lorsque les ensembles X et Z sont finis (voir 4.4 pour 
le cas infini). 
TH~OR~ME. Soient H = tx, tEi)iel) et H’ = (Y, (Fj)j,,) deux 
hypergraphes finis tels que ) I) = I JI et soit me application bijective w de I sur 
J. S’il existe un entier n > 0 tel que 
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(i) Pour tout ensemble L c I tel que ILI<n on a 
I fJi65 Eil = I njh&(L) Fjll- 
(ii) Les hypergraphes H et H’ ne possedent pas de sous-hypergraphes 
se correspondant par w respectivement isomorphes aux hypergraphes P,” et 
Q,” ou Q,” et P,“, 
alors l’application w est un isomorphisme da&es de H sur H’. 
Pour montrer ce theoreme on utilisera le resultat suivant qu’on trouve 
dans un papier de Zimmer [ 51, Cgalement dans Fleischer [2] sous une forme 
Cquivalente ou la condition Porte sur des sommes modulo 2 d’ar%tes au lieu 
d’intersections, et encore sous forme de resultats auxiliaires dans d’autres 
references. 
LEMME. Soient H = (X, (Ei)iet) et H’ = (Y, (Fj)jp,) deux hypergraphes 
finis tels que (I) = 1 J( et soit ly une application bijective de I sur J. St’ pour 
tout ensemble L c I, on a: 
alors w est un isomorphisme dargtes de H sur H’. 
On peut demontrer tres simplement ce resultat en utilisant le fait bien 
connu que l’igalite en cardinal des atomes de deux hypergraphes entraine 
l’isomorphisme de ces deux hypergraphes. 11 est facile de deduire l’egalite des 
atomes de H et de H’ se correspondant par v de la condition sur les inter- 
section don&e dans le lemme. 
Demonstration du theoreme. Sans perdre en generalite on peut supposer 
Z = J et v(i) = i pour tout i E I. Raisonnons par l’absurde en supposant que 
v n’est pas un isomorphisme d’aretes de H sur H’. On va montrer que si la 
condition.(i) est remplie alors H et H’ possede des sous-hypergraphes Hz et 
HbN respectivement isomorphes a P,” et Q,” ou Qz et P,“, ce qui contredit la 
condition (ii) et montrera le theoreme. 
D’apres le lemme, si w  n’est pas un isomorphisme d’aretes de H sur H’ il 
existe L C Z tel que 1 nieL Ei I # ] njc= Fj/; choisissons un tel ensemble L 
minimal pour l’inclusion avec cette propriete, et posons IL I = m. D’apres (i) 
on a m > n et done L # 0. Soit un element i, E L quelconque, et posons: 
L, = L\{i,}, H, = H$, Hb=H$Oetp=In,,, Eil -InjetFjj. On ap#O et 
saris perdre en gineralite (H et H’ jouent des roles symetriques) on peut 
supposer p > 0. Notons ici AL l’atome de H, defini par tout ensemble 
A4 c L,, c’est-a-dire A& = {X I x E X, x E Ei si i E M, x & Ei si i E L,\M}, et 
de meme Bk l’atome correspondant de Hb, c’est-a-dire BL = { y ] y E Y, 
’ Ici comme dans la suite, la possibilit6 L = 0 n’est pas exclue (fii,, E, =X). 
582b/29/3 4 
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y E Fj si j E M, y 6$ Fj si j E L,\M}. Montrons d’abord que pour tout 
McL,, on a: 
(1) IE,0&4~I - IF,pBkI = (-l)“++i~~. 
Pour cela, raisonnons par recurrence descendante sur [MI a partir de 
/MI = m - 1. Pour IA41 = m - 1, on a M=L, et l’egalitt (1) est vraie par 
definition de l’entier p. Supposons que [MI < m - 1. On peut ecrire, en 
particulier du fait que MU {i,} $ L : 
U 
McKcLo 
McK’cLo 
Les reunions &rites sont celles d’ensembles disjoints; posant pour tout 
K c L,, f(K) = I Eio n Ai I - I Fio n Bi I, il resulte de ce qui precede l’igalite 
c MCKCL~~(K)=O. 0 n en deduit (1) dans ce qui suit, oti est applique en 
particulier I’hypothese de recurrence, i savoir f(K) = (- 1 )“- IK i - ‘p pour 
tout Kc&, tel que IKI > IMI: 
m-l 
f(M)=- x f(K)=- c c (-)“-‘K’-lp 
MgKcLo k= (MI + 1 McKcLO 
IKI=k 
m-l 
= -p C (-l)m-k-l = (-l)“-‘M’-lp, 
k=IMl+l 
De (1) on deduit immediatement les proprietes suivantes : 
(2) Pour tout Mc L, tel que {MI = m - 1 (mod 2) on a 
I Eio n ALI > 0, d’ou Eio n AL f 0, et en particulier AL f 0. 
(3) Pour tout Mc L, tel que [MI f m - 1 (mod 2) on a 
1 Fio n Bkj > 0, d’ou Flo n BL # 0, et en particulier B& # 0. 
Par ailleurs en appliquant le lemme aux hypergraphes H, et Hb, les 
hypotheses &ant remplies d’apres le choix de L,, on voit que la restriction de 
w  a L, est un isomorphisme d’ar%tes de H, sur Hb. Ce qui entraine en 
particulier l’egaliti en cardinal des atomes: 
(4) Pour tout McL,, [A$[ = [B&I. 
11 resulte de (2), (3), et (4) que pour tout M c L, on a AL # 0 et Bk # 0. 
Soit ensuite un ensemble N tel que i, E N c L et I NJ = n, et posons 
N, = N\{i,}. Compte tenu de ce qui precede il est possible de constituer 
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d’une part un sous-ensemble U de X en prenant un ekment dasn Ei,, n AL 
pour chaque A4 c N,, tel que ]M] = m - 1 (mod 2) et un Clement dans AL 
pour chaque A4 c NO tel que /MI f m - 1 (mod 2), et d’autre part un 
ensemble V c Y en prenant un Clement dans F”O n BL pour chaque M c NO 
tel que ]M] & m - 1 (mod 2) et un element dans BL pour chaque A4 c N,, tel 
que ]M]=m- 1 (mod 2). I1 est facile de verifier que les sous-hypergraphes 
HE et HbN sont respectivement isomorphes a P,” et Qz lorsque m est pair et 
Q,” et P,” lorsque m est impair. 
4. COMMENTAIRES,COROLLAIRE ET EXTENSION 
4.1. La condition suffisante &non&e dans le theoreme pour qu’une 
application soit un isomorphisme d’ar2tes est aussi condition nkessaire; plus 
pricisement, si l’application w  est un isomorphisme d’arCtes de l’hypergraphe 
H sur I’hypergraphe H’, les conditions (i) et (ii) du theoreme sont remplies 
avec I’entier n = I I) + 1, comme cela se voit immidiatement. 
11 est a observer qu’il peut arriver que w  soit un isomorphisme da&es de 
H sur H’ et que simultanement H et H’ admettent des sous-hypergraphes se 
correspondant par w  respectivement isomorphes a P,” et Qx (ou Q,* et P,“), 
cela pour un entier n pour lequel Cvidemment le theoreme ne s’applique pas 
(il faudra un entier plus grand). De ce point de vue la condition (ii) apparait 
comme une condition permettant d’etendre la condition (i) a tous les 
ensembles d’indices et assurer ainsi, d’apres le lemme, l’isomorphisme de H 
et H’ suivant w. 
Inversement, il resulte du theorime que si v n’est pas un isomorphisme 
d’ar&es de H sur H’ alors H et H’ possede des sous-hypergraphes respec- 
tivement isomorphes a P,” et Qz, ou Qf et P,“, &s que pour n la propri& 
d’intersection, exprimke par la condition (i) du th6ort!me, est v&l@&e. 
4.2. En prenant J = I, par definition l’application identite de I est 
un isomorphisme de H sur H’ exactement lorsque H et H’ sont fortement 
isomorphes au sens de Berge-Rado [ 11. De ce point de vue, on peut deduire 
comme corollaire de notre theoreme le resultat principal de [ 11, en 
particulier en abandonnant Ze sommet is026 (sommet n’appartenant a aucune 
a&e) de l’hypergraphe P,” (comparer avec les hypergraphes K et L de [ 11). 
Notre theoreme est plus fort notamment du fait de ce sommet isole comme 
on le voit dans l’exemple suivant d’application du theoreme. 
EXEMPLE. Soient H et H’, dans l’ordre, les deux hypergraphes suivants 
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E1 F1 F2 
Le thioreme s’applique a H et H’ avec l’application w: i + i pour i = 1, 2, 3, 
en prenant n = 3; en particulier la condition (ii) est remplie du fait qu’aucun 
sous-hypergraphe de H ni de H’ n’est isomorphe a P,, qui est l’hypergraphe 
representi ci-dessous, et cela a cause du sommet isole (notons que par contre 
il existe un sous-hypergraphe de H, et un de H’, isomorphe a Qf). 
4.3. Si l’entier n du thioreme est tel que 2”- ’ > IX) alors la 
condition (i) suffrt, en effet la condition (ii) est alors automatiquement 
remplie car les hypergraphes P,” et Q,* ayant 2”-’ sommets ne peuvent etre 
isomorphes a aucun sous-hypergraphe de H. Ainsi, si on a la proprie’te’ 
d’intersection pour n tel que 2”- > 1x1 alors les hypergraphes H et H’ sont 
isomorphes suivant w. On retrouve la en corollaire du theoreme un resultat 
de Paillet [4]: Une famille de parties d’un ensemble de p elements est 
completement definie, a un isomorphisme pres, par la donnee des cardinaux 
des intersections d’au plus q parties quelconques de cette famille, ou 2q > p. 
Ajoutons que cette condition 2q > p est la meilleure possible comme le 
montre l’exemple des hypergraphes Pz et Q$ pour lesquels, on a avec les 
notations precedentes, p = 2”- l, q = n - 1 et done 2q = p, et qui precisement 
ne sont pas isomorphes. D’apris notre theoreme ce contre-exemple est aussi 
unique, evidemment a un isomorphisme pres. 
4.4. Le thioreme est encore vrai pour les hypergraphes infinis mais 
dont les a&es sont fmies. Cette extension resulte essentiellement du fait que 
l’isomorphisme entre deux tels hypergraphes se ramene aux isomorphismes 
entre sous-hypergraphes finis engendres par les sous-ensembles fInis 
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d’indices. Ce dernier rksultat se trouve, en termes d’isomorphismes forts, 
dans [ 11, et avec une dkmonstration t&s simple, utilisant le thiorkme de 
Tychonoff, dans [3]. 
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